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§５．理論的質量－光度－半径関係および主系列星に対する恒星モデル 

 これまで述べた物理的な基礎に基づいて，平衡方程式から恒星の質量・光

度・半径・化学組成の間の一つの関係が導ける．先ず全圧力𝑃の中で輻射圧𝑝𝑟

の占める割合が無視できるような𝑀 ≤ 3𝑀☉の恒星（§1 を見よ）に限定しよ

う．平衡方程式を次の形で書く． 

 

  (1.3)：(𝑘/𝜇𝐻) ∙ d(𝜌𝑇)/d𝑟 = −𝐺𝑀(𝑟)𝜌/𝑟2   (1) 

  (1.4)：(d𝑀(𝑟))/d𝑟 = 4π𝑟2𝜌    (2) 

  (3.3)：d𝑇/d𝑟 = (3κ𝜌/16πac𝑟2𝑇3) ∙ 𝐿(𝑟)   (3) 

 

輻射温度傾斜を与える(3)式は§3で議論した意味において“安定な”場合にだ

け成立つ．そこの議論によれば，輻射傾斜はそれが断熱傾斜に等しくなる時に

ちょうど安定でなくなる．全圧力𝑃に対して輻射圧𝑝𝑟が無視できる時（β =

1），断熱的な𝑃と𝜌との関係は(3.24)により 

 

  d𝑃/𝑃 = {1 + (2/3)} ∙ d𝜌/𝜌    (4) 

 

で与えられるが，一般的に 

 

  d𝑃/𝑃 = {1 + (1/𝑛eff)} ∙ d𝜌/𝜌    (5) 

 

と書くことにすれば，輻射傾斜の安定性に対する条件は次のように表現できる 

 

輻射傾斜は，有効ポリトロープ指数 effective polytropic index 𝑛effが 1.5 より

大きい（𝑛eff > 1.5）限り安定である 

 

ちょうど𝑛eff = 1.5になる時に安定ではなくなり．この時から対流平衡が始ま

り，(3)式の代わりに圧力・密度の関係 

 

  (3.30)：𝑃 = const ∙ 𝜌5/3     (6) 
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を用いなければならない． 

 さて(3)式は前以て𝜅と𝐿(𝑟)がわかっていなければならない．𝜅については§

4で(4.7)式を用いるのにギロチン因子 𝜏 を 

 

  𝜏 = 𝜏0𝜌𝛼      (7) 

 

の冪の形で表わすと便利なことを示しておいた（太陽では 𝛼~0.25）．すると 

 

  𝜅 = 𝜅0𝜌1−𝛼𝑇−3.5     (8) 

 

と書ける．ここで𝜅0は 

 

  𝜅0 = (7.23 × 1024/𝜏0)[∑ (𝑥𝑧𝑍2/𝐴𝑧)](1 + 𝑋)(1 − 𝑋 − 𝑌)𝑍>2  (9) 

 

を表わしており，恒星内部で組成がずっと一様であれば𝜅0は定数である．(8)

式の形の 𝜅 を用いると，輻射温度傾斜(3)式は 

 

  𝑑𝑇/𝑑𝑟 = −{3𝜅0𝐿(𝑟)/16𝜋𝑎𝑐} ∙ (𝜌2−𝛼/𝑟2𝑇6.5)   (10) 

 

となる．さらに恒星の内部における𝐿(𝑟)の知識が必要である．今，恒星の中

心から距離 𝑟における条件で，物質 1 gr当たり（非可逆的に）毎秒エネルギー

を生成する割合を𝜀(𝑟)とすれば 

 

  d𝐿(𝑟)/d𝑟 = 4𝜋𝑟2𝜌𝜀(𝑟)     (11) 

 

従って以下の理論では 𝜀(𝑟)についての何らかの仮定に依存する．𝜀(𝑟)に関し

ては，次の節で恒星のエネルギー源に戻るが，ここでの理論の進展には必ずし

も𝐿(𝑟)，𝜀(𝑟)の正確な知識がなくてもよいことに注意するのが重要である．事

実，多くの重要な結論は𝐿(𝑟)の正確な知識がなくても得られるし，また歴史
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的に見ても Eddington が質量－光度関係を得た当時はまだ原子核エネルギー源

の知識は完全ではなかった．その理由は，エネルギー源の正確な分布が未知で

あるとしても，𝜀(𝑟)が 𝑟とともに徐々に減少する関数であることは明らかであ

り，現実の分布が 2つの両極端 

 

  𝜀(𝑟) = 𝜀̅ = const．     (12) 

  𝜀(𝑟) = 0        (for  𝑟 ≠ 0)     (13) 

 

の間にあると考えることができるからである．この両極端はエネルギー源につ

いての，それぞれ一様モデルUniform mode1，点源モデル Point source model を

表わしている．さて，これらの何れの場合についても（そして，更に一般的に

𝜀 ∝ 𝜌𝑎𝑇𝑏の形で表わされる場合に対しても） 

 

  𝜅0𝐿 = const {𝑀5.5+𝛼/𝑅0.5+3𝛼} ∙ 𝜇7.5    (14) 

 

の形の積分が得られることが証明できる．先ず点源モデルについて，この関係

を求め，一様モデルについては後で考える．何れについても(14)の形となるが，

式中の比例定数 const はモデルによって異なることに注意しなければならない．

しかし，その違いはそれほど大きいものではなく，例えば 𝛼 = 0の場合，比例

定数は一様モデルの方が点源モデルの 2.6 倍になるだけである．従って結果の

関係の不確かさはそう大きくはなく，この不確かささえ最小に留めるような進

んだ考察ができる． 

 輻射傾斜の安定に対する条件(3.31) 

 

  {𝜅𝜂(𝑟)/𝜅𝜂(𝑟)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} < 1.6     (15) 

 

により，点源モデルでは内部のある決まった点で輻射傾斜が不安定になる．何

故なら，この場合 𝐿(𝑟) = 𝐿だから 

 

  𝑟 → 0で 𝜂 = {𝐿(𝑟)/𝑀(𝑟)}/{𝐿/𝑀} = 𝑀/𝑀(𝑟) → ∞  (16) 
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となり，(15)の条件は必ず破れるからである．従って点源モデルは，必ず対流

平衡にある中心核を持たねばならない．対流核の内部ではエネルギー源の精確

な分布は（近似的な）断熱傾斜の維持には，それほど問題にならない．それに

よってただ小さい超断熱過剰の量が決まるだけである．従って，恒星の構造を

一見何ら変更しないで対流核内のエネルギー源を，かなり広い任意的な方法で

再分布することもできる．従って(13)の条件をもっと緩めて 

 

  𝜀(𝑟) = 0  （𝑟 > 𝑟𝑖に対して）    (17) 

 

と置き換えてもよいわけである．ここで 𝑟𝑖は対流核の半径を示しており，点源

モデルの特徴は不変のまま保たれている．後に判るように不透明度の法則(8)

で作られた点源モデルは恒星の全質量の9～15%を含む対流核を持つことにな

る．従って点源モデルの関係式が成立するためには，エネルギー源が中心部の

質量10～15%の領域に限定されているということだけが要求されるのである． 

 現在，原子核反応が恒星の主要なエネルギー源であることが判っている．何

故そう考えられるかという根拠については後に述べるが，ここでそれを持ち出

した理由は，それらの原子核反応が温度に非常に敏感で，恒星の質量の10%

を占める中心部が実際にエネルギーの殆ど全部を生成していると考えられるか

らである．こう考えてくると，点源モデルこそは他の如何なるモデルよりも恒

星の構造の考察に最適な出発点となることが判る． 

 最後に，化学組成について恒星の内部全体にわたって一様性か，あるいは幾

つかの仮定をしなければならない．これについては後に述べるが，差当って恒

星の内部を通じて𝑋，𝑌，𝜇が一定であると仮定しておこう． 

 𝐿(𝑟) = 𝐿の場合の(10)，(1)，(2)は Schwarzschild の行なったように，無元変

数 non-dimensional variables を使って変換すれば 

 

  𝑃 = (𝑝/4𝜋) ∙ (𝐺𝑀2/𝑅4)，𝑇 = 𝑡(𝜇𝐻/𝑘) ∙ (𝐺𝑀/𝑅)， 

  𝑀(𝑟) = 𝑞𝑀，𝑟 = 𝑥𝑅     (18) 
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を用いて，それぞれの式は 

 

  d𝑝/d𝑥 = −𝑝𝑞/𝑡𝑥2，d𝑞/d𝑥 = 𝑝𝑥2/𝑡   (19) 

および 

  d𝑡/d𝑥 = −𝐶 ∙ {𝑝2−𝛼/𝑥2𝑡8.5−𝛼}  （輻射平衡の場合）  (20) 

 

となる．ここで𝐶は 

 

  𝐶 = 𝐶(𝛼) 

   = {3𝜅0/4(4𝜋)3−𝛼𝑎𝑐}(𝑘/𝐺𝐻)7.5{𝐿𝑅0.5−3𝛼/𝑀5.5+𝛼𝜇7.5} (21) 

 

であるが，𝐿，𝑀，𝑅を太陽単位で表わして対数をとれば 

 

  log𝐶 = −30.725 + 0.3276𝛼 + log 𝜅0 + log(𝐿𝑅0.5−3𝛼/𝑀5.5+𝛼𝜇7.5) 

(22) 

 

となる． 

 (19)，(20)の解が満たすべき境界条件は，恒星の境界即ち𝑟 = 𝑅，𝑀(𝑟) = 𝑀

において圧力も温度も 0になる，𝑃 = 𝑇 = 0という事実に応じて 

 

  𝑝 = 𝑡 = 0，𝑞 = 1  （at 𝑥 = 1）    (23) 

 

である． 

 さて任意の 𝐶の値に対して，恒星の表面 𝑥 = 1における境界条件(23)を満た

すような(19)，(20)の解はただ一つだけ存在する．しかし，その解は一般には

恒星の中心 𝑥 = 0 における条件を満たしてはおらず，これを満たすものを選

び出せば 𝐶 が決定できる．このことは重要な結果であって，以下の議論の多

くはそれに関連がある． 

 

 任意に与えられた𝐶に対して，境界条件(23)を満たすような(19)，(20)の解，
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即ち恒星の境界近く（ 𝑥 → 1）における圧力と温度の様子を調べてみよう． 

 𝑥 = 1 近くの解を考える時，(19)式の d𝑝/d𝑥 の式中で 𝑞 ≒ 1で置き換えても

それ程大きい誤差は生じない．何故ならすぐ判るように恒星の表面近くの密度

は非常に緩やかにしか増加しないので，この領域における平衡式の積分で

𝑀(𝑟)と𝑀との差は無視できるからである．従って𝑥 = 1近くでは 𝑞 = 1と置き 

 

  d𝑝/d𝑥 = −𝑝/𝑡𝑥2，d𝑡/d𝑥 = −𝐶 ∙ {𝑝2−𝛼/𝑥2𝑡8.5−𝛼}   (for 𝑥 = 1) (24) 

 

両式で割算をして 

 

  d𝑝/d𝑡 = 𝑡7.5−𝛼/𝐶𝑝1−𝛼      (25) 

 

これは容易に積分できて，𝑝と𝑡が同時に0となるという境界条件(23)によって

積分定数も決定すれば，積分の結果は 

 

  𝑝2−𝛼 = {(2 − 𝛼)/𝐶(8.5 − 𝛼)}𝑡8.5−𝛼    (26) 

 

これを(24)のd𝑡/d𝑥に代入すれば 

 

  d𝑡/d𝑥 = −{(2 − 𝛼)/(8.5 − 𝛼)} ∙ (1/𝑥2)   (27) 

 

われわれの条件（ 𝑥 = 1で 𝑡 = 0）を満たすこの式の解は 

 

  𝑡 = {(2 − 𝛼)/(8.5 − 𝛼)} ∙ {1 − (1/𝑥)}   (28) 

 

これに対応する密度の解は（輻射圧を無視して），𝜌 = 𝜇𝐻𝑃/𝑘𝑇に変数変換

(18)を用い 

 

  𝜌 = {𝑀/4𝜋𝑅3} ∙ (𝑝/𝑡)     (29) 
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で与えられ，(26)，(28)，(29)で解が得られた．輻射平衡の部分のポリトロー

プ指数を求めるには，(26)，(29)から 

 

  d𝑝/𝑝 = {(8.5 − 𝛼)/(2 − 𝛼)} ∙ (d𝑡/𝑡) (= d𝑃/𝑃) 

  d𝜌/𝜌 = (d𝑝/𝑝) − (d𝑡/𝑡) 

 

であるから両式でd𝑡/𝑡を消去すれば(5)式の形となリ，ポリトロープ指数は 

 

  𝑛eff = {(8.5 − 𝛼)/(2 − 𝛼)} − 1 = 6.5/(2 − 𝛼) (𝑥 → 1) (30) 

 

の値で始まることになる．われわれが問題にしようとしている𝛼の範囲（太陽

に対して𝛼~0.25）に対して，これは1.5より大きく，恒星の外層部では輻射平

衡が安定である． 

 解(26)，(28)，(29)は勿論，境界 𝑥 = 1の近くでだけ成立するのであるが，

標準法 Standard method によって内方へと接続して行ける．そして解に沿って

内方に進んで行くと，有効ポリトロープ指数 𝑛eff は次第に減少し，ある一定

の点，例えば 𝑥 = 𝑥𝑖で 𝑛eff = 1.5となる．これが起こると輻射平衡は破れて対

流平衡が始まり，輻射平衡式(20)は使えず，この代わりに(6)から得られる 

 

  𝑝/𝑝𝑖 = (𝑡/𝑡𝑖)
2.5     (31) 

 

を(19)式と組み合わせて基本式としなければならない．ここで 𝑝𝑖，𝑡𝑖は 𝑛eff =

1.5となる点 𝑥 = 𝑥𝑖における 𝑝，𝑡の値である．従って 𝑥𝑖より内部の平衡方程式

は 

 

  (d/d𝑥)𝑡2.5 = −(𝑞/𝑥2)𝑡1.5， d𝑞/d𝑥 = (𝑝𝑖/𝑡𝑖
2.5)𝑡1.5𝑥2  (32) 

あるいは 

  2.5(d𝑡/d𝑥) = −(𝑞/𝑥2)， (1/𝑥2)(d𝑞/d𝑥) = (𝑝𝑖/𝑡𝑖
2.5)𝑡1.5 (33) 

 

となる．これらを用いて，解は 𝑥 < 𝑥𝑖に対して継続される．そして明らかに
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恒星の中心 𝑥 → 0に近付く時，質量 𝑞 → 0になることが必要である．一般に，

即ち任意に定めた𝐶の初期値で出発すれば，この要件が満たせない．そして，

この要求が満たされねばならないという恒星の中心における境界条件によって

𝐶が決まってくる．以上のようにして，何故ある決まった𝐶の値に対してのみ，

𝑥 = 1および 𝑥 = 0の両方における境界条件を満たすような解がただ一つだけ

存在するかということが判る． 

 この解を用いることによって，質量𝑀，半径𝑅の与えられた恒星に対して内

部の任意の点における圧力・密度・温度が(18)式で得られる．しかし，ここで

の議論の最も重要な結果は，質量・光度・半径の関係が得られたことである．

というのは𝐶が決定できる定数であるから(21)式は 

 

  𝐿 = {4(4𝜋)3−𝛼𝑎𝑐/3𝜅0𝐶}(𝐺𝐻/𝑘)7.5(𝑀5.5+𝛼/𝑅0.5+𝛼)𝜇7.5  (34) 

 

と書けるからである． 

 α = 0        ：Cowling によって最初に考察されたCowling model 

 α = 0.25：Scharzschildによって積分されたもので太陽に対応 

 α = 0.375，0.500，0.550，0.600，0.625：Williamson & Duff によって研究

された．これらの積分結果は表 7，表 8 に示されており，図 5，図 6 に描かれ

ている．2 つの代表的な恒星，太陽とシリウス A（Sirius A）に対してこれらの

モデルから予想される中心密度 𝜌𝑐，中心温度 𝑇𝑐などが表 9に示されている． 

 𝜅0 および 𝜇 は何れも水素，ヘリウムの相対量𝑋，𝑌で表わせるので［𝜅0   (§

5.9)，𝜇  (§2.15)参照］上の(34)式は恒星の質量 𝑀，光度 𝐿，半径 𝑅および水

素・ヘリウムの相対量 𝑋，𝑌の間の関係式であることになる．従って𝐿，𝑀，𝑅

の知られている恒星に対して(34)式は水素とヘリウムの相対量 𝑋，𝑌の間の関

係式を与える．この問題については後に考える． 

 

 さて議論を完全にするために，エネルギー源の一様モデルに対して(14)式を

求めてみよう．もし適度の質量の恒星に限定すればd𝑃/d𝑟の式中で輻射圧 𝑝𝑟 

の項が無視でき，この場合，不透明度の法則やエネルギー生成の法則が著しく

変わっても，質量，光度，半径の関係は，形が殆ど変わらないことを述べてお
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いた．正確に言えば静流体力学平衡式の中の𝑝𝑟 項が無視できれば，𝜅 ∝ 𝜌𝑐𝑇𝑑

で変わる不透明度法則に対して点源モデルでも一様源モデルでも，同じ形の質

量，光度，半径の関係がえられることが証明できる．何故こうなるかは興味深

いことである．この目的のために，不透明度法則が(8)式の形をしている場合

を考える． 

 エネルギー源が恒星内部で一様に分布している時 

 

  𝐿(𝑟) = (𝐿/𝑀)𝑀(𝑟)     (35) 

 

であり，変数変換(18)を行なえば平衡方程式は(19)，(20)に対応して 

 

  (d𝑝/d𝑥) = −(𝑝𝑞/𝑡𝑥2)；  (d𝑞/d𝑥) = 𝑝𝑥2/𝑡 

  (d𝑡/d𝑥) = −𝐶(𝑝2−𝛼/𝑥2𝑡8.5−𝛼)𝑞    (36) 

 

ここで定数𝐶は(21)式と同じ意味を持っている．d𝑝/d𝑥の式とd𝑡/d𝑥の式で割

算をすれば 

 

  (d𝑝/d𝑡) = (𝑡7.5−𝛼/𝐶𝑝1−𝛼)    (37) 

 

を得るが，この式を見ると点源モデルの場合に，境界近く（ 𝑥 → 1）で成立す

る式として得られた(25)式と同じである．従って(26)と同じ関係 

 

  𝑝2−𝛼 = {(2 − 𝛼)/𝐶(8.5 − 𝛼)}𝑡8.5−𝛼    (38) 

 

が今度の問題では（ 𝑥 → 1）に限定されることなく正しい積分となる．𝑝と𝑡が

このように関係していると，平衡方程式(36)は 

 

  (d𝑡/d𝑥) = −𝐶{(2 − 𝛼)/(8.5 − 𝛼)}(𝑞/𝑥2)   (39) 

および 

  (𝑑𝑞/𝑑𝑥) = {(2 − 𝛼)/𝐶(8.5 − 𝛼)}1/(2−𝛼) ∙ 𝑡6.5/(2−𝛼)𝑥2  (40) 
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となる．この 2 つの式から𝑞を消去すれば 2階の微分方程式 

 

  (1/𝑥2)(d/d𝑥){𝑥2 ∙ (d𝑡/d𝑥)} 

  = −{(2 − 𝛼)/(8.5 − 𝛼)} × {(2 − 𝛼)/𝐶(8.5 − 𝛼)}1/(2−𝛼)𝑡6.5/(2−𝛼) 

       (41) 

 

となり，これはいわゆる Lane-Emden の微分方程式である．これを解くのに満

たすべき境界条件は 

 

  𝑡 = 0;   d𝑡/d𝑥 = −(2 − 𝛼)/(8.5 − 𝛼)        (at  𝑥 = 1)  (42) 

 

この 2 階の微分方程式(41)は，任意の𝐶に対して境界条件(42)を満たす唯一の

解を持つ．他方，Lane-Emden方程式の理論から判ることは，𝑥 = 1において傾

斜d𝑡/d𝑥の種々の初期値で出発した(41)式の全ての解の中で，𝑥 = 0で有限で

残り得る解はただ一つしかない．他の解は全て原点 𝑥 = 0が特異点になる．境

界条件(42)を満たし，(41)の解が 𝑥 = 0で特異性を持たないためには，𝐶は決

まった値でなければならない．こうして一様源モデルの場合にも𝐶はやはり決

定される定数である．このようにして決められた定数𝐶の値は点源モデルの条

件で決められる値とは異なるが，それが決定される定数である限り，質量‐光

度‐半径の関係式は(34)式と同じ形をとる． 

 

水素対流層Hydrogen convection zone：(Solar System Astrophysics) 

 光球の下にある対流領域で起こっている物理過程については，まだ満足な理

論はないが，この領域を幾分でも理解することは，それが引き起こしている多

くの観測可能な現象のために重要である．対流領域では温度傾斜は 

 

  [𝜋𝐹]𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = [𝜋𝐹]𝑐𝑜𝑛𝑣 = [𝜋𝐹]𝑟𝑎𝑑     (1) 

 

の式から計算しなければならない．このため対流フラックスの式が必要である． 
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 Schwarzschildの安定性・判別式を次の形で書こう． 

 

  {d log 𝑇 /d log 𝑃}𝑟𝑎𝑑 > {d log 𝑇 /d log 𝑃}𝑎𝑑    (2) 

 

 太陽の光球下の領域でこの不等式を議論するため，断熱傾斜を計算するのに

水素の電離を考慮する必要がある．断熱条件は熱力学第 1 法則から導ける．

𝐸/𝜌を単位質量当たりのエネルギー，1/𝜌を単位質量当たりの体積とする．す

ると熱力学第 1 法則は 

 

  d(𝐸/𝜌)十𝑃d(1/𝜌) = d𝑄 = 0    (3) 

 

であり，この式は 

 

  (d𝐸/𝑃) = (d𝜌/𝜌){1 + (𝐸/𝑃)}    (4) 

 

 ここで先ず運動エネルギーだけを持つ理想気体を考えよう．状態方程式は 

 

  𝑃 = 𝜌𝑘𝑇/𝑚𝐻𝜇      (5) 

又 

  𝐸 = (3/2)(𝜌𝑘𝑇/𝑚𝐻𝜇) = (3/2)𝑃    (6) 

 

これらの式の対数微分をとれば 

 

  (d𝑃/𝑃) = (d𝜌/𝜌) + (d𝑇/𝑇)    (7) 

  d𝐸 = (3/2)d𝑃      (8) 

 

(4)，(6)，(7)，(8)式から通常の関係 

 

  (d𝑃/𝑃) = (5/2)(d𝑇/𝑇)     (9) 
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が得られる． 

 一般にエネルギーは運動，電離，励起のエネルギーから成っている．この場

合 𝜌 = 𝜌(𝑇, 𝑃)，𝐸 = 𝐸(𝑇, 𝑃) あるいは 

 

  (d𝐸/𝑃) =    𝑐1(d𝑇/𝑇) + 𝑐2(d𝑃/𝑃)    (10) 

  (d𝜌/𝜌) = −𝑐3(d𝑇/𝑇) + 𝑐4(d𝑃/𝑃)    (11) 

 

これらの式は(8)，(7)式の一般化した類推 analog である．これらと断熱条件の

(4)式とから 

 

  [(d𝑇/𝑇)/(d𝑃/𝑃)]𝑎𝑑  

   = [−𝑐2 + {1 + (𝐸/𝑃)}𝑐4]/[𝑐1 + {1 + (𝐸/𝑃)}𝑐3]  (12) 

 

 もし水素の電離の影響を考えると，理想気体の法則(5)は 

 

  𝑃 = (𝑘/𝑚𝐻𝜇)(1 + 𝑥)𝜌𝑇     (13) 

 

ここで𝑥は電離度であり，また𝜇は 𝑥 = 0に対する時と同じ値をとる．すると

エネルギー（励起エネルギーを無視して）は 

 

  𝐸 = (3/2)𝑃 + (𝑥𝜌/𝑚𝐻𝜇)𝐼    (14) 

 

ここで𝐼は電離エネルギーである．これらの関係と Saha の公式とで，(12)式は

この場合 

 

  [d log 𝑇 /d log 𝑃]𝑎𝑑  

   = [1 + (1/2)𝑥(1 − 𝑥){(5/2) + (𝐼/𝑘𝑇)}] 

   ÷ [(5/2) + (1/2)𝑥(1 − 𝑥){(5/2) + (𝐼/𝑘𝑇)}2]  (15) 

 

電離度は 𝑥(1 − 𝑥)の積でだけ現われているので，傾斜はゼロ電離（ 𝑥 = 0）あ
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るいは全電離（𝑥 = 1）に対して同じであることに気付く． 
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